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1 Bekannte Techniken

Im JuMa-Training der Klassen 9/10 gab es bereits Arbeitsmaterial zu Unglei-
chungen, auf dem wir jetzt aufbauen wollen. Trotzdem wollen wir uns in diesem
ersten Kapitel die damals erarbeiteten Ergebnisse nochmal auflisten, bevor wir
uns dann fortgeschrittene Techniken anschauen.

Beim Lesen wird Dir auffallen, dafl einige Ungleichungen mit verschiedenen
Methoden behandelt werden sollen; das ist didaktische Absicht.

1.1 Die Mutter aller Ungleichungen: 7?2 > 0

Diese Ungleichung kennen wir alle: wenn 7' ein reellwertiger Term ist, dann ist
T? > 0, und die Gleichheit gilt genau dann, wenn T = 0 ist.
Typische Erscheinungsformen dieser Ungleichung sind:

1 1
lab| < §a2—|— 5b?, Va,b€R,
1+ a? > 2q, VaeR,

1
T+ — > 2, Va>0.
T

Und damit kann man schon einiges anstellen:
Aufgabe 1.1. ! Fiir a,b,c € R ist zu zeigen, daff a® + b* + ¢ > ab + bc + ca.

Losung:

Jeden Summanden der rechten Seite konnen wir nach oben abschétzen nach
dem Schema ab < (a? + b%)/2. Addition der entstehenden drei Ungleichungen
liefert die Behauptung.

An dieser Stelle haben wir eine weitere Technik verwendet, die sehr lei-
stungsstark sein kann: wir haben uns nicht die gesamte rechte Seite als Ganzes
angeschaut, sondern erst mal nur einen Summanden davon, nidmlich ab. Der
Vorteil ist, daf dieser nur aus zwei Variablen besteht (a und b, aber nicht c),
was iibersichtlicher und einfacher zu handhaben ist. Die anderen Summanden
auf der rechten Seite behandelt man sinngeméf} genauso, und am Schlufl addiert
man auf. Diese Methode kommt so hiufig vor, daf sie einen eigenen Namen ver-
dient: divide et impera, oder auf deutsch teile und herrsche?. Wir fassen
die eben genutzte Strategie zusammen:

e suche den kompliziertesten Term der Ungleichung (gemischte Produkte
sind komplizierter als reine Quadrate), also ab oder bc oder ca;

e versuche daraus die einfacheren Terme zu erreichen, also ab < (a?+b?)/2;
e gof. behandle man die entsprechend anderen Terme genauso.

Mit diesen drei Techniken kann man auch folgende Aufgaben behandeln:

1Siehe auch Aufgabe 1.17 fiir eine Folgerung hieraus.
?man unterteile seine zahlreiche Gegnerschaft in viele kleine Gruppen, isoliere diese von-
einander und beherrsche sie einzeln



Aufgabe 1.2. Man zeige, daf$ folgende Ungleichung gilt:

a* 4+ b* + ¢* > a®be + b2ca + Aab, VYa,b,c > 0,
und untersuche, wann Gleichheit gilt.
Aufgabe 1.3. Man zeige

1_,_1 14_1 1+1 Zi7 VYa,b,c >0
a b b ¢ c  a abe

und ermittle, wann Gleichheit gilt.

Aufgabe 1.4. Fir alle x,y,z > 0 ist zu zeigen, dafs

2 2 2
x z z x
— yf >g+,+,

v 22 2Ty 2
und zu untersuchen, wann Gleichheit gilt.

Aufgabe 1.5. Fir alle x,y,z > 0 ist zu zeigen, dafi

.’172 y2 2
—+—+t—-2r+y+tz
Y z T

und zu untersuchen, wann Gleichheit gilt.

Aufgabe 1.6. Fir a,b,c >0 mit (1+a)(1+b)(1+c) =8 zeige man abc < 1.
Wann gilt das Gleichheitszeichen ?

Aufgabe 1.7.

Es ist zu beweisen, dafi fiir die Seiten a,b, c eines Dreiecks gilt:
abc > (a+b—c)(b+c—a)(c+a—0).
Wann tritt Gleichheit ein ¢

Aufgabe 1.8. Fir positive reelle Zahlen a, b, ¢, d ist zu zeigen, dafl

a+b+c> lab + bc + ca
3 - 3 ’

a+b+c—|—d>\/ab+ac+ad+bc+bd—|—cd
4 - 6 ’

und es ist zu untersuchen, wann Gleichheit eintritt.

Wir beschlieen die einfithrenden Betrachtungen zur Ungleichung T2 > 0
mit einer kleinen Spielerei, deren Ergebnis gelegentlich niitzlich ist. Auflerdem
iiben wir den Umgang mit Doppelsummen.

Seien x1, x3, ..., T, beliebige reelle Zahlen. Dann haben wir offenkundig
O § Z (lL’j — Zi)z,
1<i<j<n



und jetzt wollen wir damit arbeiten. Die Summe wird zu

n

Z (x?+x?—2xjxi):(n—1)zxi—2 Z T

1<i<j<n k=1 1<i<j<n
n n
2 2
=n) ai-) @— Y, w
k=1 k=1 1<i,j<n,
i#]
n
— 2 _ e o
=n>» xj Ti%j Ti%j
k=1 1<i,j<n, 1<i,j<n,
i=j i#]
n n n n
_ 2 S 2 _ . )
=N Ty le‘J =N Ty xT; Zj
k=1 1<i,j<n k=1 i=1 j=1
Wenn wir jetzt das arithmetische Mittel der Zahlen 1, ..., x, als A bezeichnen

und das quadratische Mittel als ), dann folgt
1
2 2 _ 2
1<i<j<n

Die Kenntnis dieses Zusammenhangs zwischen ) und A wére bei der MEMO
2010 niitzlich gewesen:

Aufgabe 1.9. Fiir jede ganze Zahl n > 2 bestimme man die grdfste reelle
Konstante C,,, sodaf fiir alle positiven rellen Zahlen ay, ..., a, gilt:

a%—i—...—i—a%
n

>

(a1+...+an

n

2
) +Cy (a1 — an)Q.

Nach diesen ersten Aufgaben schauen wir uns einige bedeutsame Folgerungen
aus T2 > 0 an:

1.2 Cauchy—Schwarz—Ungleichung

Satz 1.1 (Ungleichung von Cauchy—Schwarz). Fir aq,...,a, € R und
bi,...,b, € R gilt

laiby + -+ + anby| < a%+~~+a%~\/b%+~~+b%,

mit Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren (a1, ...,a,) und (b, ..., b,) par-
allel bzw. antiparallel sind.

Beweis. Fiir jedes A € R ist
0< ) (aj — Ab))*
j=1
Die rechte Seite schreibt man in der Form P()\) = vo + 71\ + 72A%, wobei

n
Y=Y a4, mi=-2) aby, = b
j=1



Wir halten die a; und b; fest, und wir lassen A durch ganz R laufen. Wir
diirfen 2 > 0 annehmen, weil ansonsten alle b; = 0 werden und dann die
zu beweisende Ungleichung zu 0 < 0 zusammenschrumpft. Wir beobachten,
dafl dieses quadratische Polynom P niemals negative Werte hat. Also hat P
hochstens eine reelle Nullstelle. Die relevante Diskriminantenbedingung zu

P(A
P ey 0
V2 V2 V2

ist aber

n\ ! 71\? !

D:() -—<0 — (*) < Y072,

272 V2 2

was dquivalent zur Ungleichung von Cauchy—Schwarz ist. O

Eine allererste Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ist diese:

Aufgabe 1.10. Fiir positive aq, ..., a, zeige man

n n

-1 2
g aj; | - g a; >n”.
j=1 j=1

Wann gilt Gleichheit ¢

In den Anwendungen hat man gelegentlich die folgende Variante der Cauchy—
Schwarz—Ungleichung:

2
n (Z;‘L:l aj bj)

j=1

Umgangssprachlich heifit dieser Trick manchmal Cauchy—Schwarz nach unten,

denn héufig besteht die Aufgabe darin, eine Summe nach unten abzuschétzen,

von der jeder Summand > 0 ist. Dann ergeben sich die a; als Wurzeln aus diesen

Summanden. Die b; kann man frei wihlen (hierbei braucht man evtl. Phantasie,
wie in den folgenden Aufgabe zu ersehen).

Aufgabe 1.11. Fiir positive reelle Zahlen x,y, z ist zu zeigen, dafl
1 4 9 36
>

r oy oz r4y+z
Losung:
Wir setzen a; = ﬁ, as = %, az = %, sowie by = \/x, by = \/y, b3 = /z,
woraus sich dann mittels der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ergibt, dafl

(5 0t)
2‘>L7
zj:aj_ 25

was fiir unsere Wahl der a; und b; bedeutet, dafl

1 4 9 1+2+3)2
14,9, (42432
r Yy =z r+y+=z



Aufgabe 1.12. Fliir positive reelle Zahlen x,y, z ist zu zeigen, dafl

2 2 2
T z T+Yy—+z
+Y 4 >ITITE
y+z z4+zx Tty 2

Wann gilt Gleichheit ?

Aufgabe 1.13. Fiir positive x,y, z soll gezeigt werden, daf
2%+ ay® oy > ayz(z +y + 2).
Aufgabe 1.14. Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 1. Man zeige

1 1 1
> —.
ad(b+c) + b3(a+c) * A3la+b) ~ 2

Hinweis: evtl. braucht man zusitzlich noch Mittelungleichungen fiir den Lésungsweg.

w

Eine schone Folgerung ist der folgende Satz, der nichts anderes besagt, als
dafl im R™ die Dreiecksungleichung gilt:

Satz 1.2 (Minkowski—Ungleichung). Firay,...,a, € R undby,...,b, €R
gilt

\/(a1+b1)2+-~-+(an+bn)2§\/a%+-~-+a%+\/b§+-~-+b%,

mit Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren (aq,...,a,) und (by,...,b,) par-
allel sind.

Beweisidee. Die beiden Ungleichungsseiten sind nichtnegativ, also ist Quadrie-
ren eine dquivalente Umformung. Die sich dann ergebende Ungleichung beweist
man schnell mit der Ungleichung von Cauchy—-Schwarz. O

1.3 Weitere Verfeinerungen der Cauchy—Schwarz—Ungleichung

Wir stellen uns vor, dafl wir damit beschéftigt sind, eine komplizerte Unglei-
chung zu zeigen, wo viele Summanden auftreten, und insbesondere auf der klei-
neren Seite ein ab, das wir behutsam nach oben abschétzen wollen. Da kénnten
wir zum Beispiel die Formel ab < (a? + b%)/2 verwenden, und dann wiirden wir
diese erhaltene grofiere Ungleichungsseite wiederum (und die sonstigen Terme,
die wir jetzt nicht hingeschrieben haben) weiter nach oben abschiitzen, wobei
wir aber die endgiiltige groflere Seite nicht iiberschreiten diirfen. Auf alle Fille
haben wir uns nun ein a?/2 und ein b*/2 eingehandelt, mit denen wir fertig
werden miissen.

Nun kann es aber sein, daf ein a? ,teurer® ist als ein %, und daf wir also
Terme mit a? nur sparsam erzeugen diirfen. In einer solchen Situation kann man
vielleicht hantieren wie folgt:

2 2

1 1/1 1 a
= Za)- <Z |z z 2 2
ab (4a> (4d) < 5 <4a) + 2(4b) D) + 8b°,
und schon hat man weniger a? erzeugt, mufl dafiir aber mit mehr Anteilen b?

bezahlen. Anstelle der Vier kann man natiirlich auch etwas anderes nehmen.
Etwas tieferliegend ist folgendes Ergebnis:



Satz 1.3 (Young’sche Ungleichung). Seien a,b € R>q, sowie 1 < p,q < oo
mit 1 + L1 = 1. Dann ist

p g ) )

ab < —aP + —bl.
p q

Fiir p = ¢ = 2 erhalten wir gerade ab < (a® + b?)/2. Zum Beweis fiir
allgemeine p, ¢ konnte man das Minimum der Funktion a +— %ap + %(P/ a)? mit
Methoden der Differentialrechnung suchen, wenn a variiert. Hierbei steht P fiir
das Produkt von a und b, und P soll unbeweglich bleiben. Fiir rationale p und
¢ kann man auch mit AGM argumentieren.

Noch allgemeiner haben wir fiir reelle Zahlen aq, ..., ay:

1 1 1 1
lag-....an| < —lar|P +.. . +—|anP", 1<p1,...,pn <00, —4...4— =1.
b1 Pn b1 Pn
Der Beweis folgt aus der Young—Ungleichung mit 2 Faktoren durch (trickreiche)
Induktion {iber n.
Diese Arbeitstechnik sollte man einige Male selbst verwendet haben:

Aufgabe 1.15. Man zeige, dajf

a® + %+ > a’b+ be + a, Ya,b,c > 0,
und untersuche, wann Gleichheit gilt.
Aufgabe 1.16. Fliir positive x,y, z ist zu zeigen, dafs

2 1 4
:E2yz < ?xy?’ + ?yz?’ + ?zm?’.
Die Young—Ungleichung kann man sich merken als ,,p-g—Version“ von ab <
(a® + b?)/2. Und genauso kann man sich die folgende Holder-Ungleichung als

eine ,,p-g—Version“ der Cauchy—Schwarz—Ungleichung vorstellen:

Satz 1.4 (Holder—Ungleichung). Fiir nichtnegative reelle Zahlen ay, . .., an,
b1,...,b, sowie 1 < p,q < o0 mit%+é:1 gilt

1/p 1/q
n n n
D aby < | D af o
j=1 j=1 j=1
mit Gleichheit genau dann, wenn die Vektoren (a¥,...,a?) und (b1,...,b1) par-

allel sind.

1.4 Mittelungleichungen

Wie schon aus dem Studienbrief zu Ungleichungen aus dem JuMa-Jahrgang

9/10 bekannt, kénnen wir fiir positive reelle Zahlen 1, ...z, die folgenden
Mittel definieren:
H:=~ T n T das harmonische Mittel,
; + —_ + PP + —_
1 T2 Tn
G:=Yxr1 -29-... 2, das geometrische Mittel,

T1+To+ Ty

A= das arithmetische Mittel,

n
2 2 2
:L’ .« ..
= R T das quadratische Mittel
q ,
n



und es gilt H < G < A < @, mit Gleichheit genau fiir den Fall 1 = ... = z,,.
Allgemeiner setzen wir

reR, r#0,

$71A+$£+"'+33:L>1/T
n )

M(r) == <

und dann ist H = M(-1), G = lim,_,o M(r) (was wir leider nicht beweisen
koénnen mit unseren Methoden), A = M (1) sowie @ = M(2). Weiterhin ist
max(xy1,...,%,) = lim,._ 1o M(r) und min(zq,...,z,) = lim,_,_. M(r). Die
obige Ungleichung H < G < A < @) zwischen den vier Mitteln 148t sich dann
vielleicht am besten merken in der Form

M(r) < M(s), s,r € R\ {0}, r<s,

mit ..Gleichheit genau fiir den Fall, daBl 1 =29 = -+ = z,,.
Ubrigens ist die Ungleichung G < A fiir den Fall n = 2 direkt dquivalent zur
Mutter aller Ungleichungen.

Die folgenden Aufgaben kann man knacken mit den genannten Mittelunglei-
chungen, vorwiegend zwischen H, G, A und Q.

Aufgabe 1.17. Seien x, y, z positive Zahlen mit x +y+ z = 1. Man zeige die

Ungleichung
x z
2y Ly

zT
—+—2=1
z x Y

und untersuche, wann Gleichheit auftritt.

Aufgabe 1.18. Seien x, y, z positive reelle Zahlen. Man beweise, daf$ dann

2

22 22 2 g?

2,2
z Y >0
Y+ z Z+x r+vy

gilt. Wann tritt der Gleichheitsfall ein ?

Aufgabe 1.19. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Man beweise die Unglei-

chung
1 1 1
(a+) <b+ ) (c-l—) >8
b c a
und untersuche auf Gleichheit.

Das Ausmultiplizieren der Klammern ist nicht zu empfehlen (genausowenig
wie bei der néichsten Aufgabe das Hochmultiplizieren aller Nenner).

Aufgabe 1.20. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Zeige die Ungleichung

ab be ca a+b+c
+ + < .
a+b+2¢c b+c+2a ct+a+2b 4

Aufgabe 1.21. Seien x, y, z positive reelle Zahlen mit x +y + z = 1. Man
zeige dann
zy + yz + zx > 9xyz.



Aufgabe 1.22. Seien a, b, c positive reelle Zahlen mit a®> + b* + ¢ = 3. Dann

beweise man
1 1 1 3

> —.
1+ab+1+bc+1+ca_2

Aufgabe 1.23. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Zeige die Ungleichung

\/a+b+\/b+c+\/c+az3\f2'
c a b

Aufgabe 1.24. Seien x, y, z positive rationale Zahlen mit
Beweise die Ungleichung

8=
+

(z-Dy-1)(z-1) =8

Aufgabe 1.25. Seien x, y, z positive Zahlen mit x +y + z = 1. Beweise die
Ungleichung
22 + 42 24,2 L2 .2
vy N
z x Y

> 2.

Aufgabe 1.26. Seien x, y, z positive reelle Zahlen mit xyz = 1. Man zeige die
Ungleichung
x2+y2+z2+xy+yz+zm > 9

VERVEEVE T

Aufgabe 1.27. Seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen. Man zeige

abc
(I+a)(a+b)(b+c)(c+16)

Aufgabe 1.28. Seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen mit a + b+ c+ d = 4.
Man beweise dann

1
< —.
— 81

1 1 1 1

> 2.
a2+1+b2+1+02+1+d2+1 -

Und bei den folgenden Aufgaben kénnen auch allgemeinere Mittel M (r) eine
Rolle spielen.

Aufgabe 1.29. Fiir positive aq, ..., a, zeige man

n n

-1 2
g aj; |- g a; >n-.
Jj=1 Jj=1

Wann gilt Gleichheit ¢
Aufgabe 1.30. Man zeige, dafl

a4+ b3 + ¢ > a®b + b%c + a, Va,b,c > 0,
und untersuche, wann Gleichheit gilt.
Aufgabe 1.31. Man zeige, dafl folgende Ungleichung gilt:

a* + bt + ¢t > a®be + b2ca + Aab, Ya,b,c > 0.



Aufgabe 1.32. Fliir positive x,y, z ist zu zeigen, dafs
2 1 4
2,0 < 20 4 Susd 4 e
roYyz < 7xy + 7yz + 7233

Aufgabe 1.33. Fira,b,c> 0 mit (14+a)(1+b)(1+c) =8 zeige man abc < 1.

Aufgabe 1.34. Fiir positive reelle Zahlen a, b, ¢, d ist zu zeigen, dafs

/ab+b30+ca > %’

s/ bed + acd + abd + abe S d
1 >

abced.

Aufgabe 1.35. Fiir positive Zahlen x,y,z mit x +y + z = 1 zeige man

x2 n y? n 22 >1
l—2 1—-y 1—2—2

Wann gilt Gleichheit ?

Nach all diesen Aufgaben wollen wir noch im Sinne eines mathematischen
Zeitvertreibs mit der Holder-Ungleichung und den Mittelungleichungen her-

umspielen: seien 0 < r < s < t, die Zahlen xq, ..., x, seien positiv, und
M(r) = (£330, @5)"/" sei das allgemein bekannte mathematische Potenzmit-

tel. Die Zahl s liegt zwischen r und ¢, also ist der Gedanke an baryzentrische
Koordinaten naheliegend, und man bekommt:
s—r t—s

-t
t—r +t—r

S = =T

Die Faktoren vor ¢t und vor r addieren sich genau zu eins; genauso, wie man es
von baryzentrischen Koordinaten gewohnt ist. Wir setzen nun

t—r t—r
pi= , = :
s—r t—s
Dann ist tatséchlich 1 < p,q < oo und %Jr% = 1 sowie s = %Jr g. Aus der

Holder—Ungleichung erhalten wir dann

IN
S|
8
oLk
8
k]
I
/N
—
=
-
SN—
S—
o~
N————
o
!
VS
—~
=
=
S—
Nt
3
N———
o
|
M

Wir beobachten, daf§ die Exponenten sich genau zu eins addieren. Man sagt
auch, daf} die Potenzmittelfunktion s — (M (s))® logarithmisch konvez ist, und
damit meint man, daf} die Funktion s — In(M(s))® konvex ist (zur Erinnerung:
eine stetige Funktion heifit konvex, wenn ihr Graph iiberall unter der eigenen
Sehne verlduft).

10



1.5 Umordnung und die Ungleichung von Tschebyscheff

Im JuMa-Brief zu Ungleichungen der Klasse 9/10 hatten wir uns schon mal mit
dem Umordnungssatz beschéftigt:

Satz 1.5 (Umordnung, Re-Arrangement). Seien reelle Zahlen aq,...,a,
sowie by, ...,b, gegeben mit a1 < as < -+ < a, sowie by < by < --- < b,. Sei
weiterhin By, ..., By eine Permutation der by,...,b,. Dann ist

arby + -+ apby > 161 4 -+ anfy.

Beweisidee. Induktion iiber n. Stelle die Permutation als Abfolge von Zweier-
vertauschungen dar. O

Interpretation: Mit a; benennen wir den Wert von Geldscheinen der Sorte
J,2z.B. a1 = 5 Euro, az = 10 Euro (usw.), und sei 3; die Anzahl der genommenen
Geldscheine der Sorte j.

Oder wir betrachten einen Arm einer Wippe, der mehrere Sitze hat. Mit
a; > 0 bezeichnen wir den Abstand eines Sitzes von der Drehachse, und mit
Bj > 0 die Masse der Person j. Dann erhélt man einleuchtenderweise das grofite
Drehmoment, wenn die schwerste Person am weitesten hinten sitzt usw.

Ubungsaufgabe: wie muff man permutieren, damit die Summe a1 8y +- - -+
anBn kleinstmoglich wird ?

Satz 1.6 (Ungleichung von Tschebyscheff). Seien aq,...,a, undby,... b,
gleichgeordnete Familien von reellen Zahlen. Dann st

a1b1+...+anbn > a1+.+anb1+.+bn

n n n
Beweisidee. Man wende immer wieder das Umordnungsprinzip an. O

Wir verallgemeinern das Umordnungsprinzip auf 3 Folgen (a1, ..., a,), (b1, ...
und (e, ..., ¢, ). Als entscheidenden Unterschied haben wir jetzt allerdings, dafl

keines der a;, bj, c; negativ sein darf.

Satz 1.7 (Umordnung fiir 3 Folgen). Seien nichtnegative reelle Zahlen

ai,...,a, sowie by,..., b, sowie cy,...,c, gegeben mit

0<a; <... < ay,

0<b; <...< by,

Ogclg...gcn.
Sei weiterhin B, . .., By eine Permutation der by, ..., by, und seivyi,...,V, €ine
Permutation der cq,...,cn. Dann gilt

n n
D ajbie; =Y a;B;.
=1 =1

Beweis. Es gibt nur endlich viele Moglichkeiten, die b; zu permutieren, und es
gibt nur endlich viele Moglichkeiten, die ¢; zu permutieren. Ein Paar (minde-
stens) von diesen Permutationen fithrt auf den maximal moglichen Wert fiir die
Summe _; a;3;7;. Diese Permutationen seien bezeichnet mit (37,...,8;) und

11



(71, --.,75). Nach Satz 1.5 sind dann die Folgen (a1, . .., a,) und ((8577), - -, (8:7))
gleichgeordnet:

B;'Y;Sﬂ;+1'y;+1, Vi=0,1,...,n—1.

Weil alle anwesenden Zahlen nichtnegativ sind, kann es nicht sein, daf (fiir ein
festes j) B; > Bjy und 47 > iy, gilt. Sei also oBdA g7 < fB7.,. Dann ist
die zweigliedrige Folge ((a;57), (a;j+18;1)) aufsteigend geordnet, also muf} die
zweigliedrige Folge (’yj’f,v;‘ +1) genauso geordnet sein, sonst kénnte man durch
Vertauschen von v und 7j,, einen groBeren Wert fiir die Summe 3, a;3;v;
verwirklichen. Also gilt 87 < B7,; und ~; < 77, und zwar fiir jedes j =
1,...,n—1. O

Aufgabe 1.36. Seien a,b,c und o, 8,7y die Seiten und Winkel eines Dreiecks.
Es ist zu zeigen, daf

ac + bB + ¢y ST
at+b+c T3
Aufgabe 1.37 (vgl. Aufgabe 1.3). Fiir positive a, b, ¢ ist zu zeigen, daf

1 1 n 1 n 1 1 1 S 6
a?b  a?c  b%c  b2a  c2a b T abe’

Aufgabe 1.38. Man zeige, daf$ folgende Ungleichung gilt:
at 4+ bt 4 ¢t > a®be + b2ca + Aab, Ya,b,c > 0.
Aufgabe 1.39. Fliir alle positiven a,b,c,d zeige man

d4ti e Vil td Shdhad Erat A s e o e
a c .
a+btec b+c+d c+d+a d+a+b —

Aufgabe 1.40. Fir alle x, y, z > 0 ist zu zeigen, dafl

562 y2 22
r+y+z<s —+—+—.
Y z T

Die folgende Aufgabe ist ein Beispiel dafiir, dafl man gelegentlich die einzel-
nen Summanden der Summe a1by + - - - + a,b, erst mal finden mufl:

Aufgabe 1.41. Seien a,b, c positive reelle Zahlen mit abc = 1. Man zeige

ab L be . ca <1
ad+b+ab W5+cP4+be P4 ad+ca T

Wann gilt Gleichheit ?

2 Fortgeschrittene Methoden

2.1 Heuristiken

Wir stellen uns vor, eine Ungleichung T'(a1,...,a,) > 0 sei zu zeigen, wobei
T irgendein Term sei. Im Folgenden wollen wir einige Strategien vorstellen, die
hilfreich sein kénnten.
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Produktstruktur herstellen: Vielleicht folgt die Ungleichung 7" > 0 ja aus
einer Ungleichung Ty - T5 - ... - T > 0. Dann braucht man nur noch die
Vorzeichen der Terme T} untersuchen. Natiirlich sollten die Terme 7} ,,ein-
facher® sein als T', sonst hat man nicht viel gekonnt.

Als Beispiel zeige man (1+4a+a?)? < 3(1+ a? + a?) fiir alle reellen a. Der
Term (a — 1)(a® — 1) konnte niitzlich sein.

Oder man zeige fiir alle reellen x # 0, dafl

ms—x5—1+i4>0.
T x
Interessante Faktoren findet man schnell, wenn man sich fragt, wo denn
T = 0 wird. Sei zum Beispiel 3a* — 4a3b + b* > 0 zu zeigen. Scharfes
Hinschauen sagt einem, daf} die linke Seite Null wird fiir a = b. Also
klammert man (a — b) aus, und anschlieBend nochmal, sodal man 3a* —
4a®b + b* = (3a? + 2ab + b?)(a — b)? bekommt.

Symmetrie: Wenn der Term T'(aq, ..., a,) sich nicht dndert unter beliebigen
Zweiervertauschungen der (ay, ..., a,), dann kann manay > as > ... > a,
annehmen.

Als Beispiel wollen wir die Ungleichung
(a—=b)*(a+b—c)+(b—c)*)b+c—a)+(c—a)*(c+a—b)>0

zeigen, fiir a,b,c > 0.

Wir kénnen a > b > ¢ > 0 voraussetzen. Wir erahnen an einigen Stellen
einen Faktor (a—b), der aber > 0 ist. Also sollten wir vielleicht wenigstens
teilweise Produktstruktur herstellen:

(a—b)Q(a—|—b—c)—|—(b—c)Q(lH-c—a)—|—(c—a)2(c—|—a—b)éO7
<:)(a—b)z(a—i—b—c)—(b—c)2(a—b—c)+(c—a)2(a—b+c);07
= (a—b*(a+b—c)+(a—0b) (=(b—c)*+(c—a)’) +c((b—c)* + (c
Und schon sind auf der linken Seite alle Summanden > 0.

Zyklische Symmetrie: Wenn T sich nicht dndert unter einer zyklischen Ver-
tauschung a; — a2 — a3 — ... = a, — a1, dann kann man annehmen,
dafl a; das grofite (bzw. kleinste) Element der aq, ..., a, ist.

Homogene Ungleichungen: Sei T ein Term, der (positiv) homogen vom Grad
r € Rist, das heifit: bei zentrischer Streckung der (aq, ..., a,) um den Fak-
tor A € Ry dndert sich 7" genau um den Faktor A\™:

T(A\ai, Aag, ..., Aay) = N"T(a1,as,...,a,), YA > 0.

Wenn dann T > 0 zu zeigen ist, kann man manchmal mit einem Faktor A
strecken, bis eine von uns wiinschbare Zusatzbedingung erfiillt ist. Diese
konnte z.B. lauten a; +a2+---+a, =1 odera; =1odera;-...-a, = 1.
Auf diesem Wege haben wir eine Voraussetzung mehr zur Verfiigung (oder
wir kénnen eine Variable rauswerfen).

13



Sei z.B. ,
atd o Wa- Vb Va,b >0

’ Vi

zu zeigen. Wir stellen Homogenitdt der Ordnung 1 fest. Wegen b > 0
kénnen wir mit A = % > 0 skalieren, oder einfach gleich b = 1 annehmen.
Wir schreiben weiterhin @ = 2, was wegen a > 0 moglich ist. Dann
brauchen wir nur noch zu zeigen, daf

2 1 712
vl L@ oy veso
2 !E‘f’;

ist. Der Vorteil: es ist jetzt eine Variable weniger. Jetzt bringt man alles auf
einen Nenner und erfreut sich an einer unerwarteten Produktstruktur.
Als ein weiteres Beispiel schauen wir uns die Ungleichung
2 2 2
T Z rT+y+z
+Y 4 >ITY
y+z z4+x x4y 2

an, die fiir alle z,y, 2 € R gezeigt werden soll. Wir formulieren sie um zu

22 2 22 T4yt
+ Y + > Ty
(e+y+z)—z (z+y+z2) -y (@x+y+z)—=z 2

)

und stauchen diese Ungleichung mit dem positiven Faktor 1/(x +y + 2):

( v )2 ( v )2 ( y )2
P z T 1 z T z ?
+y+ +ty+ +ty+ <

1- 1- 1-—

DN | =

T _ Y _z
r+y+z zty+z zty+z

Jetzt setzen wir a = x/(x +y+2), b=y/(x+y+2),c=z/(x+y+ 2)
und erhalten
a? b? c?
1—a + 1-0 + 1—c
fiir positive a, b, ¢ mit a + b+ ¢ = 1. Der Vorteil ist, dafl jeder Bruch jetzt
nur noch eine Variable enthélt, und nicht mehr alle drei (wir kennen diese

Ungleichung schon).

V-

1
2’

Nebenbedingungen einbauen:

Angenommen, es wire zu zeigen, dafl T'(ay, . ..a,) > 3 unter einer Neben-
bedingung N(aq,...,a,) = 1. Dann kénnte man versuchen, stattdessen
NT > 3 zu zeigen, unter der Nebenbedingung N(a,...,a,) = 1. Viel-
leicht ist der Term NT ja einfacher als T' 7 Oder vielleicht baut man die
Nebenbedingung irgendwie anders ein 7

Als Beispiel soll gezeigt werden, dafl #bbﬁ <+V2-— 1, fiir alle a, b > 0 mit

der Nebenbedingung a? 4 b? = 4 (Osterreich 1989).

Wir stellen als erstes fest, daf§ der Nenner nicht homogen ist: die Terme
a und b haben Homogenitéitsordnung 1, aber die 2 hat Homogenitéatsord-
nung 0. Aber 2 = /4, sodaB wir vielleicht zeigen sollten, dafl

ab

>V2-1, wenn a + b2 =4, a,b> 0.
a+b+va+0v?

14



Immerhin ist der Nenner jetzt homogen. Und er schreit nach der dritten
binomischen Formel:

ab B ab(a + b — /a2 +b?)
a+b+VaZ T2 (a+b+VaZ+b2)(a+b— Va2 +b2)
abla+b—+Va2+b2) a+b—Va>+b2 a+b
T @+b?2—(aZ+b?) 2 BT

1.

(Aufpassen: haben wir hier vielleicht mit Null erweitert ???) Wir miifiten
also nur zeigen, dafl a + b < 2\@, unter der Nebenbedingung a? + b% = 4
und a,b > 0. Das sieht man entweder geometrisch, oder man quadriert
(was hier erlaubt ist) und benutzt G < A. Oder man verwendet AQM.

divide et impera : Angenommen, dafl wir zeigen wollen, dafi T'(a,b,c) > 0
gilt, wobei T" symmetrisch ist. Mit Gliick gelingt es uns vielleicht, das
Problem zu reduzieren auf

?

T'(a,b) +T'(b,c) + T'(c,a) > 0,

wobei T" wieder ein symmetrischer Term ist (bzw. sein konnte). Dann
braucht man blofl noch zu zeigen, dal T'(p, q) > 0 fiir alle relevanten p, g.

Vorteil: 7" hat 2 Variablen, aber T hat 3. Im Allgemeinen ist 7' kompli-
zierter als T”. Typische Beispiele dafiir hatten wir im allerersten Abschnitt
dieses Briefes.

Als weiteres Beispiel schauen wir uns die Ungleichung
xzyz + y2zx + z2xy < J:y3 + yz3 + za?

an, die fiir positive x,y, z gezeigt werden soll (wir kennen sie schon aus
Aufgabe 1.13 unter dem Stichwort ,,Cauchy—Schwarz nach unten“). Ein
scharfer Blick zeigt, dafl es zu zeigen reicht, dafl

2 1 4
x2yz < ?xyg + ?yz?’ + ?2333,

2 1 4
yQZ:n < ?yz3 + ?z:cg + ?xyg,

2 5, 1 4
z2zy < ?zx5 + ?:cy3 + ?yzg,

und das haben wir schon zweimal bewiesen (Aufgaben 1.16 und 1.32).

2.2 Ungleichung von Schur

Satz 2.1. Seien a,b,c, A € R mit a,b,c > 0. Dann ist
a*(a—Db)(a—c)+ b b—c)(b—a)+cMc—a)(c—b) > 0.

Beweis. Die Ungleichung ist symmetrisch, also invariant unter Zweiervertau-
schungen, also diirfen wir eine Ordnung annehmen:

e wenn A > 0,dannseia>b>c>0,
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e wenn A < 0, dann seic>b>a > 0.

Dann haben wir die wahren Ungleichungen

)

(a—b)-(a*(@—c)—b*b—c)) >

AMe—a)(c—1b) >0,
denn die relevanten Faktoren haben immer gleiches Vorzeichen. Man beachte,
daB die Funktion f = f(x) = 2 (mit = > 0) fiir A > 0 monoton wiichst, und
fiir A < 0 streng monoton fallt. O

Wichtig ist der Fall A = 1, der nach Ausmultiplizieren auf
a4+ b3 4 3 + 3abe > ab® + a®b + b? + b2 e+ ca® + Pa

fiihrt. Besonders schon ist hierbei der Produktterm abc auf der ,,gréfleren Seite
(bei Ungleichungen wie Cauchy—Schwarz oder G < A ist er immer auf der
kleineren Seite).
Als Beispiel schauen wir uns die Ungleichung 5(a? +b% + ¢?) + 18abc > % an,
die angeblich fiir a, b, ¢ € Ry mit der Nebenbedingung a + b+ ¢ = 1 gelten soll.
Wir machen als erstes die Ungleichung homogen, indem wir die Neben-
bedingung einbauen:

2

5(a2+0* +c2) - (a+b+c) + 18abe > =(a+ b+ c¢)>.

[SSRREN

Ausmultiplizieren und Multiplikation mit 3 liefert

?
8(a® 4+ b® 4 ®) + 12abc > 6(a®b + ab® 4 b*c + bc® + c*a + ca?).

Wir wéren fertig, wenn wir zeigen kénnten, daf3

?
4(a® + % + ) > 2(a®b + ab® + b*c + bc? + ca + ca?).
Hier kann man umordnen:

a2~a+b2~b+02~62a2~b—|—b2~c—|—02-a,
a?> a+b b+ -c>ad c+b?a+c b

oder man folgt dem Prinzip divide et impera:

20 4+ b% > 3a%b, 2b° +a® > 3b%a,
263 + ¢ > 3b20, 263 + b > 302b,
263 + a? > 302a, 2a3 + & > 3a20,

wobei jede Ungleichung wiederum aus G < A folgt.
Aufgabe 2.1. Fir x,y,z > 0 zeige man
2z —2)? +yly —2)° 2 (z - 2)(y — 2) (@ +y — 2).

Wann gilt Gleichheit ?
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2.3 Stiitzgeraden und Jensens Ungleichung

Sei J ein Intervall mit positiver Lange in R. Es ist egal, ob J offen ist oder
abgeschlossen oder halboffen oder unbeschrinkt. Wir betrachten eine Funktion
f:J — R und wollen iiber deren Konvexitdt nachdenken. Typische Beispiele
fiir konvexe Funktionen sind

x>z T =2 +7, T — e’ x|z,

jeweils mit J = R, aber auch # — tanz mit J = [0,7/2) und = — 1 mit
J = (0,00).

Jede dieser Funktionen hat die Eigenschaft, daf§ ihr Graph ,unterhalb von
jeder Sehne* verlauft. Das bedeutet: seien x1, x2 € J beliebige Punkte mit x; <
9. Dann wollen wir unter der zugehotrigen Sehne diejenige Strecke verstehen,
die (im iiblichen Diagramm der Funktion) die Punkte (z1, f(z1)) und (z2, f(z2))
verbindet. Sie wird beschrieben durch eine Funktion s: [z1,22] — R gemifl
X9 — T r — T

flz1) +

T2 —T1 T2 — T1

s(z) := - f(x2),
und die Konvexitét bedeutet dann f(z) < s(z) fir alle € [z1,z2]. Fir die
Konvexitatsdefinition ist diese Betrachtung dann noch fiir jede Sehne zu wie-
derholen. In den Lehrbiichern findet man typischerweise folgende (diquivalente)
Definition:

Eine Funktion f: J — R heifit konvex auf J, wenn fiir beliebige x1, o € J
und beliebige Zahlen A € [0, 1] gilt, da8§

FQz1 + (1= Nx2) < Af(x1) + (1= A) f(z2).

Wenn zusétzlich diese Ungleichung strikt wird im Falle von ;1 # z2 und X\ ¢
{0, 1}, dann heift f streng konvex auf J.
Man kann beweisen:

Konvexitdt impliziert innere Stetigkeit: wenn f: [a,b] — R auf [a, b] kon-
vex ist, dann ist f auf (a,b) stetig.

Summen bzw. Differenzen konvexer Funktionen: die Summe zweier kon-
vexer Funktionen ist wieder konvex (die Differenz nicht unbedingt).

Jensens Ungleichung: wenn f: J — R auf J konxex ist, und wenn z, ...,
Xp € J sowie A1, ..., Ay € [0,1] mit A\ + Ao+ ...+ A, = 1, dann ist

Bei streng konvexem f gilt Gleichheit genau, falls alle =; gleich sind, oder
falls ein A; = 1 ist.

Erstes Kriterium fiir Konvexitit: wenn f: [a,b] — R auf [a,b] stetig ist
und auf (a,b) differenzierbar, und wenn dann f’ auf (a,b) eine monoton
wachsende Funktion ist, dann ist f auf [a, b] konvex.

Zweites Kriterium fiir Konvexitéit: wenn f: [a,b] — R auf [a,b] stetig ist
und auf (a,b) zweimal differenzierbar, und wenn dann f” auf (a, b) iiberall
einen nichtnegativen Wert annimmt, dann ist f auf [a,b] konvex. Wenn
iiberall f echt positiv ist, dann ist f auf [a, b] streng konvex.
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Drittes Kriterium fiir Konvexitét: eine Funktion f: [a,b] — R ist genau
dann auf [a, b] konvex, wenn es zu jedem T € (a,b) eine lineare Funktion
x — T(x) = pxr + ¢q gibt mit 7(Z) = f(Z) und 7(x) < f(x) fir jedes
x € [a,b)].

Wir schauen uns das dritte Kriterium etwas genauer an: wenn die Funktion f
im Punkt Z differenzierbar sein sollte (und das ist bei Olympiade—Aufgaben
praktisch immer der Fall), dann gibt es genau eine lineare Funktion 7, die das
Gewdlinschte leistet: ndmlich diejenige Funktion, deren Graph gerade die Tan-
gente ist. Dann haben wir

T(@)=f'@) (z-2)+ (@), also p=f(@), q¢=[f@-f(@) 7
Im Diagramm sieht das dann so aus, dafl der Graph von f ,immer oberhalb jeder
Tangente* verlauft. Man sagt dann auch, dafl ,jede Tangente eine Stiitzgerade*
ist. Salopp gesprochen, stiitzt die Tangente den Graphen von unten und sorgt
dafiir, dafl der Graph nicht runterfallt.

Das dritte Kriterium besagt also: eine Funktion ist auf einem abgeschlossenen
Intervall genau dann konvex, wenn es zu jedem Punkt aus dem Inneren des
Intervalls mindestens eine Stiitzgerade gibt. Ubrigens hat die Betragsfunktion
im Ursprung unendlich viele Stiitzgeraden.

Es hat sich herausgestellt, dafl JENSENs Ungleichung von traditionell hoher
Bedeutung bei Olympiade—Aufgaben ist. Die typische Arbeitsweise ist wie folgt:

e bestimme die relevante Funktion f und das passende Intervall J,
e iiberpriife, ob f”(x) > 0 ist fiir jedes z aus dem Inneren von J,

e wende die Ungleichung an. Hierbei ergeben sich die x; meist von selbst,
und oft nimmt man \; = &

Typische Beispiele sind:

G < A: nimm f(z) = —In(x) mit J = (0, 00),

A< Q: nimm f(z) = 2% mit J =R,

A < M(n), wobei n € Ni: nimm f(z) = 2" mit J = [0, c0),

Im A ist sina 4+ sin 8 + siny < 3v/3/2: nimm f(z) = —sin(z) und J = [0, 7].

Allerdings ist hinzuzufiigen, daf es heutzutage nur noch selten Aufgaben auf
Olympiade-Niveau gibt, die sich durch Abarbeiten eines Schemas bewéltigen
lassen. Zum Beispiel kann es passieren, da§ auf dem relevanten Intervall J die
betreffende Funktion f eben nicht tiberall konvex ist. Dann kann es hilfreich
sein, iiber Stiitzgeraden nachzudenken. Denn Konvexitéit bedeutet, daf es fiir
jedes T € J eine Stiitzgerade gibt. Insgesamt hat dann eine konvexe Funktion
unendlich viele Stiitzgeraden, was aber ,, Verschwendung* ist, denn meist braucht
man nur eine einzige Stiitztangente. Diese setzt man dort an, woxy =z = ... =
T, gilt. Davon handelt die nichste Aufgabe:

Aufgabe 2.2. Sein € Ny, und seien Zahlen x1, ..., x, gegeben mit z; > 0
fir alle j und 1 + ...+ x, = n. Beweise, daff dann folgende Ungleichung gilt:
5 >N
j=1 1+ T

J
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Loésung:
Wir definieren eine Funktion

1

@)=
auf dem Intervall J := [0,00). Weiterhin definieren eine Funktion 7: J — R
geméaf

Fa) = -2 41

T(z)=-5 +1
Auf J ist f(x) > 7(x), denn

1 x z(1 —xz)?

fla) =) = T3 + 5~ 1= S

Damit folgt

n n

Ly 22 1S () -2(f)

j=1 =1

J

n
=1

Das ist der gewiinschte Beweis.

Wir erldutern den Gedankengang hinter der Losung. Es ist

—2x 1
/ /
- 1) = =
und der Graph von 7 ist genau die Tangente von f am Punkt Z := 1. Aus

einer Skizze sieht man, dafl f konkav ist fiir x nahe Null, und f ist konvex
fiir grofle positive z. Es bringt nicht viel, den Wendepunkt exakt auszurechnen.
Stattdessen bestimmt man f(z) — 7(x) und hofft, daf hier immer das richtige
Vorzeichen rauskommt. Diese Differenz hat zwingend eine Doppelnullstelle bei
x =7 = 1, was bei der Faktorzerlegung eine hilfreiche Information ist.

3 Aufgaben

Die hier gelisteten Aufgaben kann man ein Stiick weit mit den vorgestellten
Methoden behandeln, aber wie bei der IMO {iblich, braucht man zusétzlich
noch einige weitere Ideen.

Aufgabe 3.1. Seien x,y, z nichtnegative reelle Zahlen mit x +y+ 2z = 1. Es
st zu zeigen, dafl dann

7
O§xy+yz+zx—2xyz§ﬁ.

Aufgabe 3.2. Man zeige: Fir die Seiten a,b, c eines Dreiecks gilt
a’b(a —b) +b%c(b —¢) + c*a(c —a) > 0.

Wann gilt Gleichheit ?
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Aufgabe 3.3. Man bestimme den maximal mdglichen Wert der Summe

lex](:cl + Ij)

i<y
dber der Menge aller n—Tupel (z1,...,x,) mit z; > 0 (Vi) und Z;.lzl xz; =1.

Aufgabe 3.4. Fiir z,y,z > 1 mit % + % + % = 2 ist zu zeigen, daf3

Vitytz>Ve—1+y—1+vVz—1

Aufgabe 3.5. Seien a,b, ¢ positive reelle Zahlen mit abc = 1. Man zeige

) ) e

Wann gilt Gleichheit ?

Aufgabe 3.6. Man zeige, daf fiir positive aj, bj, c; gilt:

n n n n

d (aj+b) |- | E aj |- Db )

— — q; + b —

j=1 Jj=1 Jj=1

n n n

bacs 4 Coas . Dc

D (a+bi+e) | | D Jcijfba.t:r;] 103 b, +aé-cjfj+a-b-
j=1 j=1 J J J j=1 Vo) 7 777

n n n
doai| [ Dov] |2
j=1 j=1 j=1

4 Einiges iiber Nullstellen von Polynomen

Dies ist ein ,,Bonuskapitel, in dem wir uns Polynome und Ungleichungen zwi-
schen deren Koeffizienten anschauen wollen®.

Seien aq, ..., a, positive reelle Zahlen, und sei P ein Polynom mit Nullstellen
—A1, e, —0p:

Plz)=(x+4+a1) ... - (z+an)

=2+ .t ep1x+op

n n n
="+ (1)1)195”_1 + (2)])295"_2 + ..+ (n B 1)pn1$ + Pn-

Nach Vieta ist ¢; = a1 + -+ + an, co ist gleich der Summe aller gemischter
Produkte aus je zwei a;, und ¢, = a1 - ... a,. Weil ¢; aus (7;) Summanden
besteht, ist die Definition der p; naheliegend. Wir setzen weiterhin ¢y := 1 und
po := 1. Dann haben wir zwei berithmte Sétze:

3Dabei folgt unsere Darstellung dem sehr lesenswerten Buch Inequalities von G. HARDY,
J.E. LITTLEWOOD, G. POLYA von 1934. Da es auch Nachdrucke bis 1999 gibt, sollte es gut
zuginglich sein.
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Satz 4.1 (Theorem von Newton). Firl <r <n gilt

Pr_1Pr+1 < pfv
mit Gleichheit genau dann, wenn a1 = ... = a,.

Satz 4.2 (Theorem von Maclaurin). Es gilt

>yt >yt > > plm

—_ n )
mit Gleichheit genau dann, wenn a1 = ... = ay,.

Im Theorem von Newton diirfen die a; {ibrigens auch negativ sein.
Im folgenden wollen wir zwei Beweise angeben. Das Theorem von Maclaurin
ist dabei eine Folgerung des Theorems von Newton, denn wir haben zum Beispiel

(pop2)(p1ps)? < pips == P:zg < p3,
(pop2)(p1p3)2 (papa)® < pipaps = pi < p3

und so weiter.

Erster Beweis des Theorems von Newton.

In diesem Beweis seien alle a; als positiv vorausgesetzt.

Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber n. Der Anfang ist n = 2 und
sei den Leserinnen und Lesern iiberlassen.

Sei die Behauptung gezeigt fiir n — 1 > 2 positive Zahlen a1, ...,a,_1. Seien
c; und p;. die obengenannten Gréflen, die sich aus diesen Zahlen ay,...,a,-1
ergeben. Sei eine weitere positive Zahl a,, gegeben, und seien c;, p; die sich aus
dem n—Tupel (ay,...,a,) ergebenden Werte.

Dann ist (mit 1 <r <nund ¢, :=0, p,, :=0):

0 / _ n—r ., r /
CT—CT—FG‘ncrfla Pr = n pr+ﬁanpr71'

Wir merken an, dafl die letzte Identitdt auch gilt, wenn wir r = 0 zulassen und
p’_; irgendwie wihlen. Wir entscheiden uns fiir p’ ; := 0.

Angenommen, die aq,...,a,_1 seien nicht alle gleich. Dann haben wir nach
Induktionsvoraussetzung

PPy < (D)), r=1,...,n—2.

Wegen unserer Wahl von p’_; und p!, gilt diese Ungleichung auch fiir r = 0 und
r=n—1.
Um das Vorzeichen von p,_1py+1 — pg zu bestimmen, schreiben wir

n? (pr,lprﬂ — pf) = A+ Ba,, + Cai
mit 1 <r<n-—1und

A= (n=r)=1)p._ip.y — (n—7)%(p)%,

B=mn—-r+1)r+1)p,_ip, +(n—r—=1)(r—=1)p,_op. —2r(n—7)p,_1p)
= (P +n—rnt+ Dpl g+ (=1 = 1) = Dp_opy,
C=(r*=1)p,_op, —r°(p)._1)".
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Aus der Ungleichung p,._,p/.,; < (p})? bekommen wir dann
A<—(p)"
Weiterhin ist pl._,p.. < (p._;)?, also auch
C < —(ph_1)*
Und schlielich haben wir (immer noch fiir 1 <r <n —1)

(p_1)? Ph_q Ph_y 5
Pr_oPryq < rp, Prgr = ;7, PPy < ;7, () = ph_1D),s

T T T

woraus
B< (0% +n—rm+ 1)+ —r—1)-1))p_p = 20,17}
folgt. Insgesamt haben wir dann
n?(pr-1pri1 — p7) < —((p’r)2 — 2anp;_ 1Py + (p’rfl)zai) = — (P} = Phyan)” <0.

Dann folgt die Behauptung, falls die a4, ...,a,_1 nicht alle gleich sind.
Und wenn nun a1 = ... = a,_1 # a, ist, dann werden in der obigen Rech-
nung alle < zu <, und es gilt

2
ng(prqprﬂ - PE) < - (p/r - p/rflaﬂ) )

und hier ist die rechte Seite negativ, denn es ist p? s = a1 # ay.
r—1
Der noch fehlende Fall a; = ... = a,, ist eine schéne Ubungsaufgabe. O

Wir bringen noch einen zweiten Beweis des Theorems von Newton. Dieser
hat den Vorteil, da8 wir jetzt negative a; zulassen kénnen (und wir lernen
noch einige iiberraschende Eigenschaften von Polynomen kennen), aber auch
den Nachteil, daf wir jetzt differenzieren und integrieren.

Wir verabreden, dafl wir mehrfache Nullstellen eines Polynoms entsprechend
oft zéihlen. Zum Beispiel hat das Polynom (z —7)?(x — 8) genau drei Nullstellen,
namlich 7, 7 und 8.

Wir teilen mit:

Satz von ROLLE: sei g = g(t) auf [a,b] stetig (wobei a # b) und auf (a,b)
differenzierbar mit g(a) = g(b) = 0. Dann existiert eine Nullstelle von ¢’
zwischen a und b.

Mehrfache Nullstellen und Ableitungen: sei 7* eine k—fache Nullstelle von
g, also g(t) = (t — 7*)Fh(t), und h sei differenzierbar. Dann ist 7* eine
(k — 1)—fache Nullstelle von ¢'.

Sei nun g ein Polynom vom Grade n mit m reellen Nullstellen. Im Sinne der
oben verabredeten Zahlweise konnen wir die Nullstellen schreiben als

t) <ty <...<t,.
Dann hat ¢’ mindestens m — 1 Nullstellen 7, ..., 7,,_1, die wie folgt liegen:

ST Steo<Tp<...Stpo1 < Tt <ty
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Wenn ¢; echt kleiner ist als ¢;11, dann liegt 7; echt zwischen ¢; und ¢;,1.

Nun interessieren wir uns fiir den Fall m = n > 1, also hat g keine nicht-
reellen Nullstellen. Weil ¢’ ein Polynom vom Grad n — 1 = m — 1 ist, kann
links von t; keine Nullstelle von ¢’ liegen, und rechts von t,, kann auch keine
Nullstelle von ¢’ liegen. Sonst hétte ¢’ mehr Nullstellen als der Grad von ¢’
angibt, was nicht sein kann.

Lemma 4.3. Sei g ein Polynom vom Grad n mit n reellen Nullstellen (wicht
notwendig verschieden). Wenn 7* eine k—fache Nullstelle von g ist mit k > 2,
dann ist 7 auch eine (k 4+ 1)—fache Nullstelle von g.

Beweis. Wir haben immer die Darstellung
s=t
o) =g+ [ s

s=T1*

Nun sind zwei Félle denkbar.

Fall 1: g(7*) = 0.

Dann ist 7* eine Nullstelle der Vielfachheit k41 von g, denn der Integrand
¢’ hat bereits die Nullstelle 7* mit Vielfachheit k, und der Integrations-
vorgang erhoht die Vielfachheit um 1.

Fall 2: g(7*) # 0.

Zunéchst hat ¢ genau n Nullstellen, und nach obiger Uberlegung zur Lage
der t; und 7; ergibt sich, dafl es Nullstellen ¢;, und ¢4 von g gibt mit ¢ <
T* < tg41, soda im offenen Intervall (tx,tx+1) keine weitere Nullstelle von
g liegt. Dann hat g auflerhalb des Intervalls (tg,tx+1) noch n — 2 weitere
Nullstellen, nach Satz von Rolle gibt es also auch noch n — 2 Nullstellen
von ¢’ auflerhalb des Intervalls (¢g,tr+1). Aber 7* ist eine mindestens
zweifache Nullstelle von ¢’. Also hat ¢’ mindestens (n — 2) + 2 Nullstellen,
was nicht sein kann.

Damit ist Fall 2 unméglich, und es gilt immer Fall 1. O

Als direkte Folgerung haben wir dann:

Lemma 4.4. Sei g = g(t) ein Polynom mit Grad n und n reellen Nullstellen.

Wenn 7* eine (mindestens) zweifache Nullstelle einer j—ten Ableitung gTjjg ist
(mit j <mn), dann ist T* eine (mindestens zweifache) Nullstelle von g.

Nun betrachten wir ein Polynom ¢g = g(t) der Form
gt) = cot" +cert" M+ Fepit ey
mit reellen Koeffizienten und folgenden Eigenschaften:
e ¢ #0und ¢, # 0,

e ¢ hat n reelle Nullstellen.
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Dann kann es nicht sein, dafl zwei aufeinanderfolgende Koeffizienten ¢, und
ck+1 gleich Null sind*. Denn sonst kann man durch (passend oft durchgefiihrtes
Ableiten) von g ein Polynom erhalten, das durch #? teilbar ist. Dieses hiitte
7* = 0 als mindestens zweifache Nullstelle, also hétte auch g den Punkt 7* =0
als Nullstelle, was wegen ¢,, # 0 aber nicht moglich ist.

Mit diesen Werten fiir cg, ..., ¢, betrachten wir nun eine Funktion

Yt cpo1my™ T ey, (z,y) € R®.

h=h(z,y) = cox™ + c12"~
Lemma 4.5. Die Nullstellenmenge von h besteht aus n Geraden durch (0,0) €
R2, von denen keine auf der x—Achse oder y—Achse liegt.

Beweis. Wenn (z,0) eine Nullstelle von h sein sollte, dann mufl z = 0 sein,
wegen ¢g # 0. Wir konnen also ab jetzt y # 0 annehmen und haben

ha,y) =y"g (;C) :

und die Nullstellenmenge von g besteht genau aus n reellen Zahlen (nicht not-
wendig verschieden). O

Wir kénnten auch ein 2™ ausklammern und haben dann h(z,y) = 2"§(y/z),
wobei g ein Polynom ist, dessen Koeffizienten dieselben sind wie von g, blof} in
entgegengesetzter Reihenfolge. Die Nullstellen von g sind genau die Reziproken
der Nullstellen von ¢, und g erfiillt dieselben Voraussetzungen wie g.

Die Nullstellenmenge von h sind n (nicht unbedingt verschiedene) Geraden
im R2. Weil der Satz von Rolle gilt, folgt, da die Nullstellenmenge von

o\ 7 o\
— ) (= <n-—1
<8y) (596) h(z,y), l+k<n-1,

aus n — | — k Geraden durch den Ursprung im R? besteht. Diese Geraden sind
nicht notwendig verschieden, und eine Gerade kann auch auf einer Achse liegen,
aber nicht doppelt.

Jede Ableitung a% ,vernichtet einen Summanden am rechten Ende“ der Dar-
stellung von h = h(x,y), und jede Ableitung 8@ ,vernichtet einen Summanden
am linken Ende“ der Darstellung von h. Fiir [ + %k < n — 1 bleibt mindestens ein
Summand # 0 iibrig, denn zwei aufeinanderfolgende Koeffizienten kénnen nicht
beide gleichzeitig gleich Null sein.

Zweiter Beweis des Theorems von Newton:.
Seien die a; reelle Zahlen (positiv oder negativ), jede ungleich Null. Wir
setzen

flz,y) == (x+a1y) - (z+agy) ... (¥ + any)

n
=: pox" + (

_ n _
1)p1x" ot (n N 1>pn1:cy" L pay”

4Das wire eine nette Olympiade-Aufgabe: sei ein Polynom gegeben mit Absolutglied #
0 und zwei aufeinanderfolgenden Koeffizienten gleich Null. Man zeige, dafl mindestens eine
Nullstelle nicht-reell sein muf} !

24



Esist po = 1 und p, = a; - ... a, # 0. Die Nullstellenmenge von f besteht
aus n Geraden durch den Ursprung, die gegeben werden durch die Gleichungen

T+ a;y = 0.

Fiir 1 <7 < n — 1 wollen wir zeigen, daf p,_1p,11 < p2. Dies gilt trivialer-
weise, wenn p,_1 = 0 oder p,+1 = 0 wére. Sei also p,—1 # 0 und p,41 # 0.

Wir bilden jetzt eine passend gewiihlte (n — 2)—fache Ableitung von f. Diese
ist dann ein quadratisches Polynom, das nach obigen Uberlegungen zwei reelle
Geraden als Nullstellenmenge hat.

Das machen wir wie folgt: es ist

<5a )k Zp]( )@ck oy —ij() 5‘:; n—j

—ZPJ ,y(n j)n—j—1)-...-(n—j—k4 1)z 97"
pr] k)'yxnj k

n—k
—k o
:n(n—l)-...~(n—k+1)zpj(n' >33”_k_9y3,
; J
J=0

und also auch

(;y)l (a‘?x)kf(x,y):n(n—l)-...-(n—k+1)§pj<n;k>x ;yllyj

n—k
=n(n—1)- ...o(nkl+1)2pj(n;fl_l>z”kjyjl.
j=l

Nun wéhlen wir £ und ! geschickt:
l=r—1, n—Fk=r+1,
alsok+l=(n—-r—1)4(r—1) =n — 2, und wir finden

((fy) (f) ) = =0 (s (3 )+ (o ()02

Die Nullstellenmenge davon sind genau zwei Geraden durch (0, 0), also hat das
Polynom

pr—th + 2ppt + Pr+1
zwei reelle Nullstellen (nicht notwendig verschieden), also ist die schulbekannte
Diskriminantenbedingung erfiillt, und das heit p,_1p, 11 < p2. O

Durch Stetigkeitsbetrachtungen kann man auch den Fall behandeln, daf} ei-
nige a; gleich Null sind. (Man stort die a; ein wenig, sodafl keines von ihnen
gleich Null ist. Dann gelten alle Ungleichungen p,_1p,y1 < p2. Aber alle Dj
héngen stetig von den a; ab.)
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Aufgabe 4.1. Fiir positive reelle Zahlen a, b, ¢, d ist zu zeigen, daf

\/ab+ac+ad+bc—|—bd+cd S §/bcd—i—acd—&—abd—&—abc
6 - 4 '

Losung:

Diese Ungleichung war die Aufgabe 091246 bei der DDR-Olympiade. Gestellt
wurde sie von Prof. U. Pirl und Loésungsbeitrige mit positiven Punktzahlen gab
es nur von zwei Olympioniken, weshalb diese Aufgabe unter der Bezeichung
,Pirlscher Hammer“ bekannt wurde.

Man koénnte z.B. ein Polynom P mit den positiven Nullstellen a, b, ¢, d be-
trachten. Dann ist P(s) = st — o8P+ ans? —ass +aq, mit o =a+b+c+d,
as = ab+ ac+ ad+ be+ bd + cd, ag = abc + bed + cda + dab und oy = abed. Die
fragliche Ungleichung ist dann dquivalent zu

Q2 83
6 — 4’

fiir jedes Polynom mit 4 positiven reellen Nullstellen.

Es gibt aber einen elementareren Rechenweg. Wir verweisen darauf, dafl
man jedes symmetrische Polynom in den 4 Variablen a,b,c,d schreiben kann
als Summe von passenden Produkten der aq, as, as, ay, was man bei der IMO
verwenden kann. Wir denken uns also symmetrische Polynome aus, die niemals
negativ werden, und die den Wert Null annehmen fiir a = b = ¢ = d. Diese
driicken wir dann mit den o; aus und bekommen so Ungleichungen zwischen
den «;. Das wiederholen wir solange, bis es ,,genug® Ungleichungen sind.

Wir beginnen mit

(a—=b)2+(a—c)?+(a—d)?+(b—c)?+(b—d)?+(c—d)? = c103 + caap. (1)

Die ¢1, ¢o sind noch unbekannt. Weitere Summanden kann es rechts nicht ge-
ben. Wir setzen (a,b,c,d) = (0,0,0,1) und finden ¢; = 3. Dann setzen wir
(a,b,¢,d) = (1,1,1,1) und finden ¢o = —8. (Wer an diese Methode nicht glaubt,
rechne (1) mit diesen ¢; zu Fuf nach !) Dann haben wir

0 < 3a? — 8ay

mit Gleichheit genau fiir a = b = ¢ = d. Das kennen wir schon als

a+b+c+d S \/ab—l—ac—i—ad—i—bc—l—bd—i—cd
4 - 6 '
Nun nehmen wir noch ein Polynom:

(a—b)?(c—d)*+(a—c)*(b—d)*+(a—d)?(b—c)? = ciaf+caaiastezaraztesastesay.

Man tiberlegt sich, dal auf der rechten Seite nichts fehlt.
Wir setzen (a, b, c,d) = (0,0,0,1) und bekommen ¢; = 0.
Wir setzen (a,b,c,d) = (0,0,1,—1) und erhalten ¢4 = 2.
Wir setzen (a, b, c,d) = (0,0,1,1), und es folgt co = 0.
Dann setzen wir (a,b,c¢,d) = (1,1,1,0), und es ergibt sich c3 = —6.
Schlielich nehmen wir (a,b,¢,d) = (1,1,1,1), woraus ¢5 = 24 folgt.
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Daraus haben wir dann
0 < —6ajasz + 20[% + 240y.
Den Term mit a4 wollen wir loswerden, deshalb betrachten wir
cd(a — b)? +bd(a — ¢)* + be(a — d)? + ad(b — ¢)* + ac(b — d)? + ab(c — d)?
= 010/1L + 62(1?042 + c3ajag + 040(% + c50y4.

Und wir zuvor setzen wir (a,b, ¢, d) = (0,0,0,1) mit dem Ergebnis ¢; = 0. Dann
nehmen wir (a,b,¢,d) = (0,0,1,—1), woraus ¢4 = 0 folgt. Dann (a,b,c,d) =
(0,0,1,1), und es ergibt sich ¢; = 0. Dann (a,b,¢,d) = (1,1,1,0), also ¢3 = 1.
Und schlielich (a,b,¢,d) = (1,1,1,1), also ¢c5 = —16. Insgesamt ist gezeigt:

0 < 302 — 8ao,

0 < —6aias + 203 + 24ay,

0 < ajaz — 16ay.
Wir multiplizieren die zweite Ungleichung mit 2, die dritte mit 3 und addieren:

0< —9103 + 404%.

Nun ist a3 < 4a3/(9a;), also auch

1603 _ 1603 1603
8la? 303 ~ 8a

2703 < 27 = 203.

Das wollten wir zeigen.
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